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1. Advertência.
Porque, de qualquer modo, a perfeita compreensão deste trabalho 
não seria possível sem o prévio conhecimento do livro intitulado Curvas 
de Regolfo [6], resolvi aligeirar a exposição recorrendo aos seguintes 
meios :
a) o referido livro é designado pela abreviatura C. R.;
b) um par de números separados por uma vírgula e colocado entre 
parênteses, como por exemplo (12,13), indica a equação assim deno­
minada em C. R.; e
c) os termos e os símbolos não definidos no presente artigo são 
empregados com os mesmos significados que em C. R.
2. Influência da fórmula adoptada para equação do movi­
mento uniforme.
27. Preliminar: o problema dos pontos de inflexão do perfil 
superficial.
Limitar-me-ei a considerar fórmulas englobadas em (145,1) com 
0=1, isto é, redutíveis à forma V=i/%R?S.
Na p. 26 de C. R., admitiu-se explicitamente que o perfil super­
ficial nunca apresentava pontos de inflexão. Recorde-se que esta hipótese 
foi introduzida a fim de permitir tomar uma decisão sobre o traçado
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das figuras da Estampa de C. R. e levantar três das indeterminações de 
dD/dx, relativas às curvas da Classe C. Observe-se, contudo, que houve 
o cuidado de, no Quadro 217'7 de C. R., colocar entre parênteses os 
valores assim obtidos. Note-se ainda que a admissão de ausência de 
inflexões não teve mais nenhuma repercussão sobre o conteúdo 
desse livro.
Porque o estudo aqui feito se baseia no da variação de dD/dx, a 
conservação daquela hipótese — que implica, para as curvas dos Tipos 
C\ e C3, ser dD/dx constante e igual a S0 — obrigaria a pôr de parte 
as curvas da Classe G, ou melhor, a admitir que, para elas, seja nula 
a influência da fórmula adoptada para equação do movimento uniforme.
Tipo J/l3
Tipo C3
Assim, para justificar o facto de não excluir deste estudo as curvas 
da Classe G, parece-me oportuno, em desenvolvimento da nota 4 da 
p. 26 de C. R., fazer algumas considerações sobre a questão dos pontos 
de inflexão, apesar de continuar a julgar que se trata dum problema 
de reduzido interêsse prático.
A possibilidade teórica da existência de inflexões pode dizer-se 
provada.
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Decorre da análise de Mouret (x), recentemente generalizada por 
Lazard [4] e baseada na consideração das profundidades característi- 
cas, isto é, das profundidades para os quais o p. s. tem tangente 
horizontal.
Também Gunder [3] descobriu analiticamente que, em canais com 
«eoção rectangular larguíssima, quando se adopta para equação do movi­
mento uniforme a fórmula de Manning, as curvas da Zona 3 cortam 
ortogonalmente o peTÍil longitudinal do leito (2), facto que, como mostra 
sl Fig. 1, implica a existência de, pelo menos, um ponto de inflexão em 
cada uma das curvas dos Tipos i^?3, 9% e J93.
É fácil generalizar o resultado de Gunder.
Com 6=1, de (216,3) tira-se
Q2 P? 
d D = x -dy+2 
dx ~ a Q2 B
g &
Atendendo a (142,2), obtém-se






D-*0 « Q2 B
g ^3
_JL_. lim J*-. lim _ _ !__ .
a. x D-*0 B D^O
Quando D tende para zero, é evidente que P/B e R têm por limites 
respectivos 1 e 0. Então, vem








Logo, quando se adopta para equação do movimento uniforme
0) Cours <T Hydraulique de PÉ cole Nationale des Ponts et Chaussées, 
Paris, 1913-1914. Citada e exposta por Eydoux [2, p. 217-221].
(2) Visto que a teoria exposta em C. R. diz respeito apenas aos canais 
de pequeno declive, este resultado equivale a afirmar que o p. s. é, nas vizinhan­
ças do leito, vertical. É claro que tal conclusão evidencia que a equação de 
Belanger-Coriolis não é válida para profundidades muito pequenas.
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qualquer das fórmulas englobadas em (145,1), com 0 =1 eç> 1 í1),. 
seja qual for a forma da secção transversal do canal, as curvas da Zona 3 
cortam ortogonalmente o p. 1. Por conseguinte, nessas condições, as 
curvas dos Tipos 9723, Sk3 e J93 apresentam pelo menos um ponto de 
inflexão, e as do Tipo C3 não podem confundir-se exactamente com 
rectas horizontais.
A análise anterior levanta, para 0=1, todas as indeterminações da 
forma — que figuram no Quadro 217.7 de C. R. Note-se que, no caso 
particular das secções larguíssimas e de se adoptar para equação do1 
movimento uniforme a fórmula de Chezy, (214,3) fornece ]0 = g/cc/-, 
portanto, neste caso, 0 valor Sq = 1q de lim (dD/dx) a que, para as-
D-* 0
curvas do Tipo C3, conduz a hipótese da ausência de pontos de inflexão- 
coincide com o agora calculado.
É possível demonstrar — acrescentarei — que, para 9 = 1, o- 
ponto de encontro com o leito é de inflexão ou de ondulação.
22. Dependência de x e de 9, no caso de não se fixarem os 
caracteres normais.
O problema pode assim enunciar-se: fixados os caracteres do leito- 
(rugosidade excluída), o caudal e a secção dominadora, como depen­
derá de x e de 9 a distância X das duas secções de dadas profundida­
des máximas Dx e D2?





j dD=J(Dt-Di) = \j\.\Lk-Di\,
Di
onde j representa o valor médio de j no intervalo (D2 — D\). Como, para 
cada curva de regolfo, j tem sempre 0 mesmo sinal, o módulo de j coin-
0) Por exemplo, as fórmulas de Manning, Gauckler-Strickler, Kutter,. 
Bazin, Forchheimer e Hermanek (Cf. Quadros 143T, 143-2 e 145-1 de C. R.).
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cide com o valor médio de \j\ = -f 'Jj2. Logo, se, para todas as profun­
didades compreendidas entre Dx e D-2, j2 crescer ou decrescer, o mesmo 
sucederá a X.
Para 0=1, (216,3) pode escrever-se, atendendo a (12,13) 
<e (142,2),
«Q2B 1
._ dx _ g A3______ F — 1
J~ áD _ O2 Pf „ ~ Q2 7"'
OO ““ ooX AW x ^ &
Supondo, como se fez em C. R., ser a constante, e A, B e P funções 
unívocas de D, torna-se evidente que, nas condições do problema, para 
dado valor de D, j varia apenas com / e ©.
Tem-se






A2 R? * x2 ’
que mostra ter d(j2)lòx 0 sinal de
-^-(F-i);
logo, Z2, e por conseguinte X, é função crescente de y nas correntes rápi­
das retardadas e lentas aceleradas, e decrescente nas rápidas aceleradas 
•e lentas retardadas (Quadros 217*5 e 217*6 de C. R.).
Então, o Quadro 217*7 de C. R. permite concluir que X é função 
crescente de x para as curvas dos Tipos S/722, C3, *S3, J92 e J93,
c decrescente para as dos Tipos S/Z/19 C\9 e S2.
Como x é tanto maior quanto menor a rugosidade, podemos afirmar 
que, adoptada para equação do movimento uniforme uma das fórmulas 
para as quais cp é constante — como, por exemplo, as de Chézy, 
Manning, Gauckler-Strickler e Forchheimer —, a atribuição ao 
leito duma maior rugosidade se traduz pelo aumento das distâncias X 
nas curvas dos Tipos Olf e e por uma diminuição nas
dos restantes Tipos.
6 ANAIS DO INSTITUTO SUPERIOR DE AGRONOMIA




F — 1 Q2 1
Q2 Soj\2 i A2 Rf R*
log /?,
que indica ter ô(j2)/òy o sinal de
dD_ 
dx
(F 1) log R.
Por consequência, quando entre as duas secções de profundidades 
Di e D2, R se mantém inferior [superior] à unidade, X é função cres­
cente [decrescente] de ® nas curvas dos Tipos (7,, St e S2 e
função decrescente [crescente] nas dos restantes Tipos; quando, ao longo 
do lanço, R passa pelo valor unitário, o sentido da variação depende 
do caso particular considerado.
Observando que a conclusão é válida qualquer que seja a unidade 
de comprimento adoptada, este resultado não pode deixar de conside­
rar-se assaz paradoxal.
23. Dependência de ©, no caso de se fixarem os caracteres normais 
(leitos não-horizontais).
Para os leitos não-horizontais (So¥=0), o problema pode formu­
lar-se do seguinte modo, que, colocando a questão nas condições da prá­
tica, evita ainda o paradoxo anterior: — para dado leito, consideremos 
o conjunto de todas as curvas de regolfo, dum dado Tipo, relativas a 
uma corrente com determinados caracteres normais; como dependerá 
de © a distância X das duas secções de profundidades máximas Di e D>?




que mostra variar /', no citado conjunto, apenas com
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Desta equação, deduz-se
1 F — 1
a? d d ' is0f j-j + y ^ /?o yj * V /? / Ro
que indica ter d(/2)/dcp o sinal de
dZ) R(F-l)log — 
dx Ao
ou, visto a função logarítmica ser crescente, o de
d D
dx
(F — 1) (R-Ro).




(F — 1) = S — So,
dD
dx
(F 1) (S-So) = (S-So)2>0.
Logo, admitindo que R é função crescente de D e atendendo à 
hipótese, já introduzida em C. R. (p. 22) de ser S função decrescente 
de D, para leitos descendentes (So>0), tem-se





Quer dizer: para leitos descendentes, seja qual for o Tipo de 
curva considerado, quanto maior é o valor de © na equação do movi­
mento uniforme adoptada menor é a distância X, de duas secções de 
profundidades dadas, a que a teoria conduz. Por exemplo, a adopção 
da fórmula de Forchheimer(©=-L) em lugar da de Manning (©=-L),
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ou a desta em vez da de Chézy (<p = 1), traduz-se necessàriamente por 
uma diminuição das distâncias X calculadas.
Menos simples é o caso dos leitos ascendentes. Nestes, por ser 
S0 <0, (S — S0), e portanto (F —1) . dD/dx, é sempre positivo, de 
modo que d(/2)/d® tem o sinal de (R — R0), isto é, o de (D — D0). Quan­
do ambas as profundidades Dx e D2 são superiores [inferiores] a Z)0, X 
é função crescente [decrescente] de <p. Porém, quando D0 se situa entre 
as profundidades extremas, o resultado depende do problema particular 
considerado.
3. Ainda sobre e variante Manzanares do método das dife 
renças finitas.
Já em C. R. (p. 32-34) tive ocasião, não só de o estender aos canais 
com leito ascendente, mas também de sugerir certas modificações do 
processo de traçado das curvas de regolfo devido a Manzanares [5]. 
Essas modificações consistem em:
1) calcular as distâncias Ax das sucessivas secções a partir das 
diferenças de profundidade A D, em vez de A D em função de Ax;
2) igualar o declive médio superficial S„, em cada lanço, não ao 
calculado para o extremo a jusante (correntes lentas) ou a montante 
(correntes rápidas), mas sim à sua média aritmética.
Aponto agora uma outra modificação possível.
Recordemos que, quando se adopta para a perda de carga unitá­
ria S a expressão fornecida pela fórmula de Chézy V=CZRS, isto é, 
quando se faz 0 = ® = 1, a equação diferencial das curvas de regolfo 







A3 Pk Bk P
»
onde o sinal negativo diz respeito aos leitos descendentes (S0>0) e o 
positivo aos ascendentes (So<CO).
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pode pôr-se
B Pk _ 1 
Bk P U ’
sendo U, é claro, uma função de D.














Sn, = So- ± U Zq — 1 
U Z— 1
Seja U o valor médio de U no lanço limitado pelas secções íli e 0-2, 
de profundidades respectivas Dx e D2, onde se deseja traçar a curva de 
regolfo. Por aproximação, pode supor-se
g-r_ U(Di)+U(D2)
2
Então, admitindo que U se pode substituir por U, obtém-se
Sv = So- ± VZo- 1
Basta agora fazer 




So(± To — 1)
T-1
equação de forma idêntica à da fórmula de Manzanares, estendida aos 
leitos ascendentes (223,10).
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4. Uma nova variante do métedo das diferenças finites. (')






-j- Aq B P Bo
A\B




A3 Bk ‘ AA Bk
A3 -r Al P Bo

























í1) Deve ficar bem claro que o facto de se indicar a existência de mais 
uma variante não implica, de modo algum, a preconização do seu emprego. 
Pessoalmente, continuo a considerar o processo padrão preferível, em regra, 
a todas as outras variantes do método das diferenças finitas.
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e fazendo
/=So(± Go — 1),
obtém-se finalmente
Exemplo. Dados do Exemplo 222-1 de C. R., isto é: () = 4,16 m3/s^ 
it =0,015 (Manning); S0 = 0,000400; Z)L. = 1,800 m (açude); secção trapezoidal 
isósceles, com largura no fundo 6 = 3,00 m e taludes inclinados a 1:1 (ângulo 
do talude com o horizonte: rj = 45°, c=cotrj=l).
Caracteres normais: Z)o = l,00 m; Ão = 4,00 m2; P0 = 5,83 m; Z?o = 5,00 m;- 
/?0 = 0,686 m e /0 = 0,0029.
Curva do Tipo 971 \.
Supôs-se « = 1 e fez-se A D = 0,050, excepto no último passo, onde se em­
pregou AZ) = 0,040. Tomou-se para secção de referência a do açude.
Tem-se, por (12,9),
A\ Q2 (4,16)2
W. = —— =------=-------— = 1,766 = 1/0,566,* Bk g 9,80
e ainda W0 = = 12,80, G0 = \V0/ Wk = 7,245 e J = S0 (G0 — 1) = 0,002498.
QUADRO 1
D A D A A* B IV G
(4): (5) 0,566 X (6)
(/) (2) (3) (4) (5) (6‘> (7)
1,800 - 8,64 645 6,60 97,7 55,5
1,750 0,050 8,51 574 6,50 88,5 50,0
1,700 0,050 7,99 510 6,40 79,7 45,1
D G -1 107 Sv 101 Sn' 107 (So- Sw) Aa- - X
24980: (8) mo ~(io) 107x(2):(//)
(3) Ú9) (10) (11) (12) (13)
1,800 54,5 460 - - - 0,0
1,750 49,0 510 485 5515 142,2 142,2
1,700 44,1 566 558 5462 144,4 286,6
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Sw (D) + S„,(D + AD)
(223,14).
Os resultados obtidos indicam-se no Quadro 3 (coluna 5).
5. Comparação da nova variante com a de Manzanàres.
A semelhança das duas variantes é flagrante. A diferença essen­
cial reside em que, na de Manzanares (sem a modificação mostrada 
possível no presente trabalho), se admite ser
U=PJ±
PkB
1, ou, o que é mesmo, / = lh
ao passo que, na nova, se faz
Y=--------= 1, isto e, I=IQ.
Po B
Em face da Estampa de C. R., é 
evidente que, nas curvas dos Tipos 9Tlx 
e S3, esta segunda hipótese se afasta 
menos da realidade que a primeira. 
Nas curvas dos Tipos 9Tl3 e xSj, a pri­
meira hipótese é mais exacta. As duas 
hipóteses são equivalentes nas curvas 
dos Tipos e xS2, e perfeitamente 
idênticas nas dos Tipos e C3. Para 
as curvas dos Tipos J92 e ^3, não é 
possível uma comparação a priori: tudo 
depende da grandeza relativa de Pk, 






















REFLEXÕES SOBRE O TRAÇADO DAS CURVAS DE REGOLFO 13
No Quadro 2, registaram-se os valores de U e Y calculados para 
os dados do Exemplo. As médias dos valores extremos valem, respecti- 
vamente, 1,077 e 1,026; logo, as diferenças para a unidade são 0,077 




a nova variante dispensa o cálculo da profundidade crítica. 
Pondo lado a lado as equações
e
Sw = So* ±UZo-\
UZ-\
Sw = So- ± YGo- 1 
G—1
vê-se que a hipótese U = 1 arrasta uma alteração simultânea de ambos 
os termos da fracção do segundo membro, ao passo que a hipótese Y = 1 
afecta apenas o numerador. Não deve, portanto, concluir-se precipita- 
damente que, nos casos em que a hipótese 7 = 1 é mais exacta, a sua 
introdução, em lugar da de Manzanares, se traduzirá sempre por um 
menor erro no valor de Sw.
6. Confronto dos resultados numéricos obtidos para os dados 
do Exemplo mediante vários processos de cálculo.
No Quadro 3, figuram os valores das distâncias da secção do 
açude às de profundidades D obtidos, para os dados do Exemplo, me­
diante vários processos de cálculo. É a seguinte a correspondência entre 
os números das colunas e os processos empregados na obtenção de — x:
1 — processo padrão do método das diferenças finitas; equação 
do movimento uniforme, a fórmula de Manning (Quadro 222*2 de 
C.R.);
2 — processo padrão; equação do movimento uniforme, a fór­
mula de Chezy;
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QUADRO 3
Distância —x da secção do açude à de profundidade D
1 2 3 4 5 6 7 8
1,800 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
1,750 140,2 143,2 143,1 143,3 142,2 142,1 142,3 141,2
1,700 282,7 289,1 288,5 288,9 286,6 286,3 286,7 284,5
1 650 428,0 438,0 436,6 437,3 433,6 433,0 433,6 430,1
1,600 576,5 590,5 587,8 588,9 583,7 582,6 583,4 578,6
1,550 728,9 747,3 742,8 744,3 737,5 735,6 736,7 730,4
1,500 882,9 906,1 902,5 904,4 895,8 892,8 894,2 886,3
1,450 1043,0 1071,4 1068,0 1070,3 1059,8 1055,1 1056,9 1047,2
1,400 1210,6 1244,9 1240,8 1243,7 1230,9 1223,9 1226,2 1214,4
1,350 1388,0 1429,1 1423,1 1426,6 1411,3 1400,9 1403,8 1389,6
1,300 1574,6 1623,3 1618,0 1622,3 1603,9 1588,8 1592,4 1575,4
1,250 1782,6 1836,6 1830,6 1835,9 1813,7 1791,3 1795,7 1775,3
1,200 2008,2 2072,7 2068,9 2075,5 2048,9 2015,0 2020,5 1996,0
1,150 2275,3 2352,8 2348,2 2356,6 2324,5 2269,8 2276,8 2247,6
1,100 2618,6 2708,6 2703,1 2714,3 2674,6 2578,8 2587,9 2552,3
1,050 3123,2 3244,0 3239,0 3254,8 3202,0 2995,1 3008,1 2962,8
1,010 4087,4 4224,4 4229,1 4254,8 4168,2 3596,6 3614,2 3552,8
3 — variante Manzanares, admitindo a hipótese U = 1 e tomando 
para S„, os valores dados por (223,14) (C. R., Quadro 223-2) (a);
4 — variante Manzanares, com a modificação sugerida na 
Secção 3 do presente trabalho ( U = 1,077); Sw calculado por (223,14);
5 — nova variante, descrita na Secção 4, tomando para Sm os valo­
res dados por (223,14);
6 — variante Manzanares, admitindo a hipótese U = 1 e tomando 
para S„, o valor de S„, no extremo a jusante do respectivo lanço (Quadro 
223-3 de C. R.) (x);
0) Um lamentável lapso no cálculo da profundidade crítica (a inadver­
tida substituição do valor de Q2 pelo de Q) afectou o tratamento numérico do 
Exemplo 223-1 de C. R. Por isso, os valores de — x, na primitiva impressão dos 
Quadros 223-2 e 223-3, são inexactos.
A devida correcção foi feita na errata suplementar, para a qual se chama 
3 atenção do Leitor.
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QUADRO 4
Termo de comparação: 2
D
Desvios absolutos Módulos dos desvios relativos (°/oa)
1 3 4 5 6 7 8 1 • 3 4 5 6 7 8
1,750 - 3,0 -0,1 ^0,1 - i,o - 1,1 - 0,9 - 2,0 20,9 0,7 0,7 7,0 7,7 6,3 14,0
1,700 - 6,4 -0,6 -0,2 - 2,5 - 2,8 - 2,4 - 4,6 22,1 2,1 0,7 8,6 9,7 8,3 15,9
1,650 - 10,0 - 1,4 -0,7 - 4,4 - 5,0 - 4,4 - 7,9 22,8 3,2 1,6 10,0 11,4 10,4 18,0
1,600 - 14,0 -2,7 -1,6 - 6,8 - 7,9 - 7,1 - 11,9 23,7 4,6 2,7 11,5 13,4 12,0 20,2
1,550 - 18,4 -4,5 -3,0 - 9,8 - 11,7 - 10,6 - 16,9 24,6 6,0 4,0 13,1 15,7 14,2 22,6
1,500 - 23,2 -3,6 -1,7 -10,3 - 13,3 - 11,9 - 19,8 25,6 4,0 1,9 11,4 14,7 13,1 21,9
1,450 - 28,4 -3,4 -1,1 -11,6 - 16,3 - 14,5 - 24,2 26,5 3,2 1,0 10,8 15,2 13,5 22,6
1,400 - 34,3 -4,1 -1,2 -14,0 - 21,0 - 18,7 - 30,5 27,6 3,3 1,0 11,2 16,9 15,0 24,5
1,350 - 41,1 -6,0 -2,5 -17,8 - 28,2 - 25,3 - 39,5 28,8 4,2 1,7 12,5 19,7 17,7 27.6
1,300 - 48,7 -5,3 -1,0 -19,4 - 34.5 - 30,9 - 47,9 30,0 3,3 0,6 12,0 21,3 19,0 29,5
1,250 - 54,0 -6,0 -0,7 -22,9 - 45,3 - 40,9 - 61,3 29,4 3.3 0,4 12,5 24,7 22,3 53,4
1,200 - 64,5 -3,8 +2,8 -23,8 - 57,7 - 52,2 - 76,7 31,1 1,8 1,4 11,5 27,8 25,2 37,0
1,150 - 77,5 -4,6 3,8 -28,3 - 83,0 - 76,0 - 105,2 32,9 2,0 1,6 12,0 35,3 32,3 44,7
1,100 - 90,0 -5,5 5,7 -34,0 -129,8 -120,7 -156,3 33,2 2,0 2,1 12,6 47,9 44,6 57,7
1,050 -120,8 -5,0 10,8 -42,0 - 248,9 - 235,9 -281,2 37,2 1,5 3,3 12,9 76,7 72,7 86,7
1,010 -137,0 +4,7 30,4 - 56,2 - 627,8 -610,2 -671,6 32,4 1,1 7,2 13,3 148,6 144,4 159,0
Médias 28,1 2,9 2,0 11,4 31,7 29,4 39,7
7 — variante Manzanares, com a modificação sugerida na Sec­
ção 3 e tomando para Sn> o valor de S„, no extremo a jusante de cada 
lanço;
8 — nova variante, substituindo pelo valor de S„, no extremo 
a jusante do lanço.
Visto que, tanto a variante Manzanares, como a descrita na 
Secção 4, pressupõem a adopção da fórmula de ChÉzy para equação 
do movimento uniforme, só a comparação dos resultados a que elas 
conduzem com os da coluna 2 do Quadro 3 pode permitir avaliar a 
influência das hipóteses simplificativas introduzidas. É esta comparação 
que o Quadro 4 pretende facilitar.
Todavia, em virtude da fórmula de Manning gozar, hoje em dia, 
de maior reputação, julgou-se que não seria descabido construir também
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QUADRO 5
Termo de comparação: 1
D
Desvios absolutos Módulos dos desvios relativos (°/oo)
2 3 4 5 6 7 8 2 3 4 5 6 7 8
1,750 3,0 2,9 3,1 2,0 1,9 2,1 1,0 21,4 20,7 22,1 14,3 13,6 15,0 7,1
1,700 6,4 5,8 6,2 3,9 3,6 4,0 1,8 22,6 20,5 21,9 13,8 12,7 14,1 6,4
1,650 10,0 8,6 9,3 5,6 5,0 5,6 2,1 23,4 20,1 21,7 13,1 11,7 13,1 4,9
1,600 14,0 11,3 12,4 7,2 6,1 6,9 2,1 24,3 19,6 21,5 12,5 10,6 12,0 3,6
1,550 18,4 13,9 15,4 8,6 6,7 7,8 1,5 25,2 19,1 21,1 11,8 9,2 10,7 2,1
1,500 23,2 19,6 21,5 12,9 9,9 11,3 3,4 26,3 22,2 24,4 14,6 11,2 12,8 3,9
1,450 28,4 25,0 27,3 16,8 12,1 13,9 4,2 27,2 24,0 26,2 16,1 11,6 13,3 4,0
1,400 34,3 30,2 33,1 20,3 13,3 15,6 3,8 28,3 24,9 27,3 16,8 11,0 12,9 3,1
1,550 41,1 35,1 38,6 23,3 12,9 15,8 1,6 29,6 25,3 27,8 16,8 9,3 11,4 1,2
1,300 48,7 43,4 47,7 29,3 14,2 17,8 + 0,8 30,9 27,6 30,3 18,6 9,0 11,3 0,5
1,250 54,0 48,0 53,3 31,1 8,7 13,1 7,3 30,3 26,9 29,9 17,4 4,9 7,3 4,1
1,200 64,5 60,7 67,3 40.7 + 6,8 12,3 12,2 32,1 30,2 33,5 20,5 3,4 6,1 6,1
1,150 77,5 72,9 81,3 49,2 - 5,5 + 1,5 27,7 34,1 32,0 35,7 21,6 2.4 6,6 12,2
1,100 90,0 84,5 95,7 56,0 - 39,8 - 30,7 66,3 34,4 32,3 36,5 21,4 15,2 11,7 25,3
1,050 120,8 115,8 131,6 78,8 -128,1 -115,1 160,4 38,7 37,1 42,1 25,2 41,0 36,9 51,4
1,010 137,0 141,7 167,4 80,8 - 490,8 -473,2 534,6 33,5 34,7 41,0 19,8 120,1 115,8 130,8
Médias 28,9 26,1 28,9 17,1 18,6 19,4 16,7
o Quadro 5, em que os resultados são comparados com os da coluna 1 
do Quadro 3.
Na Fig. 2, representam-se os diagramas distância-profundidade 
relativos a cinco processos de cálculo, três dos quais não estão incluídos 
no Quadro 3. Os pontos figurados pelos dois primeiros sinais da Legenda 
foram obtidos pelo processo padrão, adoptando para equação do movi­
mento uniforme a fórmula de ChÉzy; tomaram-se valores de A D pro­
gressivamente menores, de modo que Ax pouco se afastasse, no pri­
meiro caso, de 200 m, e, no segundo, de 400 m. Os pontos representados 
pelo último sinal da Legenda foram achados pelo processo gráfico de 
Manzanares [5], fazendo A* = 400 m.
Apenas uma conclusão de carácter geral parece poder inferir-se dos 
Quadros 3 a 5 e da Fig. 2: que a substituição de S„. pelo valor de Sw
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num dos extremos do lanço é inadmissível e que, por conseguinte, o pro­
cesso gráfico de Manzanares não é satisfatório. Com efeito, a citada 
substituição, não só conduz a desvios relativos da ordem dos 15 % 
(Quadro 4), mas ainda, o que é talvez mais grave, introduz uma grande 
sensibilidade ao critério de partição das alturas ou das distâncias, que 
destrói completamente a coerência interna do método das diferenças 
finitas, evidenciada na Fig. 2 pelo facto de três maneiras diferentes de 
aplicar o processo padrão fornecerem pontos que, sem esforço, se podem 
considerar situados sobre a mesma curva.
Furtando-nos embora a conceder-lhes generalidade que a consi­
deração dum único caso não justifica, talvez mereça a pena tirar ainda 
as seguintes conclusões, relativas a processos que utilizam as equações 
(223,11) e (223,14):
1) não se observa que a hipótese simplificativa da variante Man­
zanares, com ou sem a modificação sugerida na Secção 3, afecte gran­
demente os resultados; pelo contrário, os números das colunas 2, 3 e 4 
do Quadro 3 pouco se afastam uns dos outros;
2) a nova variante descrita neste trabalho, pelo menos para as 
curvas do Tipo 97l\ em canais de secção trapezoidal, parece conduzir a 
resultados pràticamente intermédios entre os fornecidos pelo processo 
padrão quando se adopta para equação do movimento uniforme ora a 
fórmula de Chézy, ora a de Manning;
3) a influência da equação do movimento uniforme adoptada 
revela-se superior à da introdução das hipóteses U = 1 ou y = l.
7. Apontamentos para o tabelamento das funções introduzidas 
pelos métodos de Mononobe- Mendonça e de Bakhmeteff- 
- Matzke.
As breves indicações dadas a seguir constituem um suplemento às 
fornecidas em C. R. e por Bakhmeteff [1, p. 303-305],
Por conveniência de escrita, as notações aqui usadas são indepen­
dentes das empregadas em C. R. e nas Secções anteriores do presente 
trabalho.
Designando por x a variável real positiva, e por q e r dois números 
inteiros que satisfazem às condições r > 1 e <7 <C r, tem-se
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«e
/ x? áx xr+ 1
/ x* dx xr— 1
— Á-\-B-\-C-\-D-\- const.
const.
As funções A, B, C e D podem obter-se do seguinte modo.
A) Para 0, é A= 0. Para q<Z0, A é dado por
+ ! x <7 +r + 1 ^ + 2r -f l ^ í + fer + 1
tf + r+1 £ + 2r-fl ~ <?-j-£r+1 +
Destes termos só existem aqueles em que o expoente de x é inferior 
a zero.
B) Esta parcela é nula, excepto quando há um inteiro A;J>0 tal que 
é q + kr + 1 = 0, o que, é claro, só pode suceder para q < 0. Neste caso, 
tem-se
7i = ± log A*.
Quando é A =0, deve tomar-se o sinal+ . Sendo A=f=0, o sinal de 
B é o contrário ao do último termo de A, suposto escrito da maneira 
.acima adoptada.
C) Para r par, é C = 0. Para r ímpar, C vale
C=+ — log(* + l). 
r
Se for q>0, o sinal de C é o de (—l)*7. Para q<C.0, há dois casos 
£l considerar. Se é A = B = 0, C tem o sinal — . Caso contrário, o sinal 
de C é o oposto ao do termo anterior (B ou, quando B é nulo, o último 
lermo de A).
D) Esta parcela é nula para r = l. Sendo r^>2, D tem o valor
com
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Li=— cos (21 + 1) (<7+ 1) ti log ^•2-2x cos
(2 i + l) ir 'Ii +




O índice i toma os valores 0, 1, 2, ... , até ao maior inteiro infe- 
r — l
nor a--------- •2
Mediante estas regras, não é difícil obter as equações (312,3) a 
(312,8) e (313,1) a (313,24) de C. R.
Vejamos agora como podem achar-se as funções E, F, G, H e /-
E) Esta parcela é nula para q > 0. Sendo q 0, tem-se
xq + 1 xq+r+í xq + 2r + 1 xq + ir + l
<7 + 1 * Ç + r +1 Ç + 2r +1 q + kr +1
Destes termos só existem aqueles em que ó expoente de x é infe­
rior a zero.
F) É nulo, excepto quando há um inteiro k^>0 tal que se tem 
q + kr +1 = 0, 0 que, evidentemente, só pode acontecer para q <C 0. Se- 
assim for, tem-se
F= — log x.
G) Vale sempre
G = —t- log \x— 11. 
r
H) Para r ímpar, é H = 0. Para r par, 6
(_m+iH = -[ log (*+l).
r I)
I) Se for r<_2, 1 nulo. Para r>3, é
com
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M, 2 i (J+ 1) t: , / 9 0 2 i xi=cos---- —----- —log {x2— 2xcos--------- 1) —
— '1 scn





tomando o índice i os valores 1, 2, 3,..., até ao maior inteiro infe- 
rrior a-----2
Mesmo no caso das funções com (:*;r + l) em denominador, não é 
difícil, por meio de conveniente mudança de variável, obter séries de 
rápida convergência na vizinhança de x = l.
Eis um exemplo.
Pondo
x = 1 —
vem
x _ 1 — w _ 1 — w






í 1 — iv) án> 
(l-i^+l
1 — x 
2
[i+i-a-*)- — (1-X)2- — (\-xf- — (1-X)4 +... 4 32V S0l
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